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Eine mathematiſche Arbeit aus einem eng begrenzten Gebiet in der 
Feſtſchrift unſers Gymnaſiums dürfte manchem Teilnehmer an der Jubelfeier 
befremdlich erſcheinen. Aber vielleicht werden doch einige mit Intereſſe an 
einem konkreten Beiſpiel Kenntnis davon nehmen, welche Wandlung und 
Erweiterung die mathematiſchen Lehraufgaben unſrer Schule in letzter Zeit 
erfahren haben. 

Während noch in den ſechziger Jahren ein namhaftes Lehrbuch der 
Gymnaſialpädagogik den Satz aufſtellte: „es kommt nicht auf ein großes 
Quantum mathematiſcher Kenntniſſe an; dies iſt höchſt ſchädlich“, und ſogar 
vorſchlug, die Naturwiſſenſchaften im Lehrplan der Gymnaſien ganz weg— 
zulaſſen — die preußiſche Unterrichtverwaltung hat ſich freilich ſolche Anſichten 
nie zu eigen gemacht — ſo forderte dem gegenüber die erhöhte Bedeutung, 
welche die mathematiſch-naturwiſſenſchaftlichen Fächer für das Kulturleben 
und die Wohlfahrt der Völker gewannen, eine ſtärkere Betonung derſelben 
auch im Gymnaſialunterricht. U. a. wurde auch der Ruf nach Einführung 
der Kegelſchnitte laut, ſchon wegen ihrer Bedeutung für die Phyſik; ja es 
wurde ſogar das Schlagwort gemünzt: „Kegelſchnitte; kein griechiſches 
Exercitium mehr!“ Nun, der erſte Teil dieſer Forderung iſt erfüllt; der 
zweite nicht und wird für das Gymnaſium hoffentlich nie erfüllt werden, 
da dieſes durch eine derartige Beſchränkung des griechiſchen Unterrichts ſeine 
Eigenart und einen Hauptquellpunkt ſeiner bildenden Kraft verlieren würde. 

Die Lehrpläne enthalten über die Kegelſchnitte nur eine kurze Angabe 
des Lehrziels und geben über ihre Durchnahme in der Schule keine ſpeziellen 
Vorſchriften. Wie die Mehrzahl der gebräuchlichen Lehrbücher zeigt, geſchieht 
ihre Behandlung meiſtens nach den Methoden der analytiſchen Geometrie. 
Für Realanſtalten iſt dies jedenfalls der gewieſene Weg, wenn auch etwa 
außer dieſem noch andere Wege eingeſchlagen werden; für das Gymnaſium 
iſt u. E. die rein analytiſche Methode nicht empfehlenswert, da hier, ohne 
Anlehnung an die dem Schüler ſonſt geläufigen Kenntniſſe, die zur Durch: 
arbeitung und Befeſtigung des Penſums nötige Zeit fehlt. Die Realanſtalten 
können und ſollen ſich auf dem Gebiet der exakten Fächer weitere Ziele 
ſetzen als das Gymnaſium; aber die Lehrer des letzteren dürfen — wozu 
ſie infolge der gemeinſamen Arbeit in Verſammlungen und Vereinen ſowie 
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in den Fachzeitſchriften und durch die für beide Schularten meiſt gemeinſam 
beſtimmten Lehrbücher verſucht werden könnten — dieſe weitergehenden Ziele 
der Kollegen an den Realanſtalten nicht als die ihrigen betrachten. 

Frühere Darſtellungen der Eigenſchaften der Kegelſchnitte z. B. von 
Erler und Buchbinder entwickeln dieſe nach Steiners Vorgang auf ſynthe⸗ 
tiſchem Wege.“) Hier erſcheinen alſo die Kegelſchnitte als das Ergebnis und 
der Schluß des planimetriſchen Unterrichts. Andere — ſo Holzmüller — 
gliedern ſie der Stereometrie ein, wo die Betrachtung der ebenen Schnitte 
des Cylinders und des Kegels auf ſie hinführen, und die Anleitung zum 
perſpektiviſchen Zeichnen räumlicher Gebilde — die lehrplanmäßig den 
Schülern vermittelt werden ſoll — weitere Anknüpfungspunkte bietet. Erwähnen 
wir endlich noch, daß die Lehre von den Gleichungen mit 2 Unbekannten 
durch die Kegelſchnitte intereſſante und wichtige Aufgaben erhält, ſo hätten 
wir damit kurz ſkizziert, wie dieſer Zuwachs der mathematiſchen Lehraufgabe 
des Gymnaſiums in die älteren Teile derſelben eingreift und ſich mit 
ihnen verknüpft. 

Die folgende kleine Arbeit ſchlägt nun inſofern einen eigenen Weg ein, 
als ſie die Lehre von den Kegelſchnitten an die Formeln der Dreiecks 
berechnung anſchließt, alſo die Ableitung der Haupteigenſchaften derſelben 
weſentlich auf trigonometriſchem Wege verſucht. Angewandt werden dazu 
die Beziehungen, die zwiſchen konfokalen Kegelſchnitten beſtehen. Bei dieſer 
Behandlung tritt einmal die Gleichartigkeit der meiſten Eigenſchaften von 
Ellipſe und Hyperbel deutlich hervor, während ſich die Parabel als Grenz 
fall jeder dieſer Kurven darſtellt, ſodann wird — was nach dem vorhin 
geſagten wichtiger ſcheint — eine engere Verbindung hergeſtellt zwiſchen dem 
Gebiet der Dreiecksberechnung und dem der Kegelſchnitte. Dabei werden 
nur die Kenntniſſe vorausgeſetzt, die dem Gymnaſialprimaner geläufig ſind; 
an einzelnen Stellen freilich, die aber für den Unterricht wohl nicht in 
Betracht kommen, iſt hiervon abgewichen. Die gewonnenen Reſultate werden 
nur kurz aufgezählt, die Arbeit giebt alſo nicht etwa einen vollſtändigen 
Lehrgang. 

) Buchbinder (im Programm der Landesſchule Pforta 1878) verlangt dabei, 
daß das Gymnaſium von der analytiſchen Geometrie frei zu laffen fei. Unſre Lehrpläne 
ſtehen inſofern auf demſelben Standpunkt, als ſie einen „ſyſtematiſchen Unterricht in 
analytiſcher Geometrie“ ausſchließen, aber ſie fordern doch mit Recht „die Einführung 
der Schüler in den wichtigen Koordinatenbegriff“. 


Ellipje und Hyperbel. 


Es ji ABC ein Dreieck mit den Seitenlängen a, b, c und den 
Winden c, $, y; fo ift C ein Punkt der Ellipſe mit den Brennpunkten Figur 1. 
A und B, deren große Achſe EF =2a, Sa b ift. Ebenſo liegt C auf 
einer Hyperbel mit der Hauptachſe 2a, = a— b, die dieſelben Brennpunkte 
A und B wie die Ellipſe hat. Bezeichnen wir die Längen der Nebenachſen 
mit 2b, und 2b, die lineare Excentricität mit e, jo ift 
1) e” = a — b = a + bi 
und die Seiten des Dreieds find 


a= a, t a b=a, —a,, C= 2e, 
woraus fih für das Produkt der Brennſtrahlen ergiebt: 
2) ab = a? — a? = b? + bi. 


Bezeichnet man den halben Umfang des Dreiecks mit s, jo ijt, wenn 
a b vorausgeſetzt wird: 
s=a, +e, s— a e — a, 8 — b e a s—c=a, — €, 


alſo b. = s (s —c) und b, = V (s — a) (s — b). 


Der Inhalt“) des Dreiecks ABC wird dann ausgedrückt durch 
F =b,- b, 
e 1 
und die Höhe durch 
b,.b, 
0)D=——_ 
e 


Für die Abſchnitte AD =q, DB=p, welche D auf AB beftimmt, 
ergiebt fic) ferner p? — q? = a? —b*=4a, a, und da p+q = 2e ift, 
ç r 785 — 2a, a, a, a, 12 
je nachdem « <= 90°, jo ift p g =e und p= e-+- z , während 


2a, a 


"if. 


für a=90° p= 


) Durch Einführung der Größen b. und b, gewinnen auch andere Formeln der 
Trigonometrie eine anſchauliche Bedeutung. 


ER SER 


Wählen wir aljo AB als x-Achſe, O als Anfangspunkt eines rechtwinkligen 
Koordinatenſyſtems und iſt OA die poſitive Richtung der X-Achſe, jo werden 
die Koordinaten eines Punktes C ihren abſoluten Werten nach ausgedrückt durch 

a, a, b. b, 
I) == ye : 


la 
e e 

Hieraus ergeben fic) mit Beachtung von 1) ſogleich die Mittelpunkts 
gleichungen der Ellipſe und Hyperbel. Denn: 


! af by 

be x4 |= 02 ye oa > a* b? 
» e” \ 
3) 5 

„ ͤ‚”ẽũ WV—Eb⁰ cd a, A 

bra yaa kh — =a. 


Für den Winkel y in A ABC findet man entſprechend den Formeln 
ee Ea 


3 u. ſ. w. 
S (S —C) 
l b, b, b 
1 g 1 1 1 € A 
LI) tg 37 =p, sin 3 y „ COS, y in welchen 
ý e i ab z ab 
Formeln y ab nach 2) noch erſetzt werden kann durch F ri 


Ferner, aus den Formeln: 


/ 1 y mt 1 a . 1 ) 
(a + b): = cos > (a —-- 8): sin 3 y, (a —b):c=sin + (a — $): cos +y 


bekommt man, wenn man die für die Seiten des Dreiecks geltenden 
Beziehungen und die Formeln II) beachtet: 


. 1 — O — 
III) cos z (a — $) A = 8 


tg (a — $) = = = 
Brennpunkte und Tangenten. Die Brennftrablen a und b waren 
beſtimmt durch 
a= a, - an, b=a,—a 
Berechnet man a, nach I), jo wird 


h* 


I= E I a 2 X 
7 a =a 4 X, RÁ — as 
4) SE 8 
Eliminiert man, um die Brennſtrahlen nach einem Hyperbelpunkt zu 
finden, a, — wir beſchränken uns durchgehends auf Punkte des 1. Qua⸗ 
dranten — ſo iſt: 
e e 
5) a=—xX-+a, d=—x—a,: 
‘ h h 
Für das Produkt der beiden nach einem Punkt der Ellipſe gezogenen 
Brennſtrahlen ergiebt ſich alſo: 


1 ql 2 y2 
ab = (aj — & x’), 
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Er En 
während derſelbe Ausdruck für die Hyperbel lautet: 


| ee 
ab = — (e? x? — a‘). 
8 aß ( 1) 
Dadurch laffen fic) unter Benutzung von J) die Formeln III) folgender- 
maßen ausdrücken: 


1 e y x 
COS y (a — f) = b > 22 = b, y 8 =) ET 
e Vat — ey y e x*— af 
‘ i 1 > x a, y 
III) sin 3 (a - 8) = b, 5 
y at — ex a e? x2 — ay 
b? x a) y 
1 e 1 “ 
tezla=f=>.7T==.7 
87 0 : O: bi X 


Vermittelſt III) oder III) laſſen ſich nun die Ausdrücke für die Längen 
der Tangente (t), Subtangente (t“), Normale (n) und Subnormale (n) auf⸗ 
ſtellen. Denn die Ellipſentangente und damit die Hyperbelnormale des 
Punktes C bildet als Halbierungslinie“) des Außenwinkels O mit der X-Achſe Figur 1. 


den — ſpitzen — Winkel : (a — 8), während die Hyperbeltangente und 
damit die Ellipſennormale mit ihr den Winkel 90% — > (a — 8) bildet. 
So iſt: 
y b, y b, 
MEA re = -1 ab, t. = n. 1 ab 
: * Sin r (a- M cos (a — p) 4% 
oder: 
— F=) 2 y2 
= 1 y) Ae t= 1 yl ex a, 
Sam | h a E 3 
b, x b. x 
1 u ` E = 
n=- VA, -, n e' x? — at 
e a? 0 e h a? = h 


Bezeichnen wir die Koordinaten eines Punktes der Ellipſen- reſp. der 
Hyperbeltangente mit & und „, jo lautet die Gleichung der erſteren: 


— b? r 

— 1 y 17 ; e X 

7) ee IE 2 
woraus ſich unter Berückſichtigung der Mittelpunktsgleichung der Ellipſe (3) 
die übliche Form ergiebt. Für die Hyperbeltangente iſt analog: 


er. b x 
y Ú y 1 1 
8) — S etg 15 (a — ) = — tie 
>) Z -x D 2 ( 8) aß y ) 


= 


Dieſe Eigenſchaften der Tangenten werden alſo vorausgeſetzt; fie find event. 
elementar⸗geometriſch zu beweiſen. 

) Man kann dieſe Erörterungen auch an die Figur der Berührungskreiſe des 
Dreiecks anknüpfen. Z. B.: Die Tangente der Ellipſe CT, geht durch die Mittelpunkte 
der den Seiten a und b von ^ ABC anbeſchriebenen Kreiſe M, und My. Letztere Punkte 
liegen auf den Scheiteltangenten der Ellipſe, und die Radien dieſer Kreiſe ſind: 


EEY A 
Fällt man von A und B auf die Tangente der Ellipſe die Lote 
p.“ und p.“, jo iſt: 
b.“ = b cos > y, P.“ =a cos g y, aljo nach II) 


bb, ab, 
9) p.“ = —, p.“ =- , D.. b. 
y ab y ab 
und die Tangente hat von O den Abſtand: 
1 a, b, 
d, = 3 (Pp, + DAS) = —, 
yab 
Analog ift für die Hyperbel: 
. h . 1 a b, 
P, b sin 2 y = - ¿E = A 
y ab y ab 
9 a, b, 
10) Pr š Pn“ = bi, d, ——— 
V ab 


Wir projizieren ferner die Normale der Ellipſe CT, auf einen der 
Brennſtrahlen, jo ift die Projektion p. = n, cos; y, alfo nach II) und 6) 
b? 

a, 
d. h. gleich dem Halbparameter der Ellipſe. 

Ebenſo iſt die Projektion von n, auf b: 


11) Pe — 


12) Du = n, Sin 5 2 
An 
CT, teilt AB innen im Verhältnis der beiden Seiten b und a, 
daher iſt: 
b.c 


a ae Ee 


e 
b 5 
e 
Die Projektion dieſes Abſchnitts auf AB ift b > cos a, alfo findet man: 


b=D E COS € ＋ p. 
a, o 
Führt man für a feinen Nebenwinkel y ein, ſo ergiebt fic) die auf 
den Brennpunkt A bezogene Polargleichung der Ellipfe: 


b, by b, by, Am P Š e \ 
„ sr = ——, CT, ſchneidet die y-Adhfe auf dem um ABC umbe: 
e—a, e ay e a p 
i - ; 1 2 55 > : : 
ſchriebenen Kreiſe, und es ift OR = 5 (0, + en) =- b, — —, — eine Beziehung, die 


h 
auch zur Aufſtellung der Gleichung der Tangente benutzt werden kann. Analoges gilt 


für die Hyperbeltangente. Ferner laſſen ſich die — auch dem Gymnaſialſchüler geläuſigen 
— harmoniſchen Eigenſchaften der Mittelpunkte der Berührungskreiſe auf die Tangenten 
von Ellipſe und Hyperbel übertragen; u. a. m. z. B. RC. CT, = CS. CT, = ab. 


Pe 
= = —— 
15) e 
1 + a, COS Y 
85 * : : a A b. REED Aigen 
Wir projizieren in gleicher Weile AT, : a ii b a auf b, fo ift 
mo — h 


b= pu — b : cos a. Nehmen wir für dieje Gleichung die poſitive Richtung 
der x-Achje nach der zu A gehörigen Leitlinie der Hyperbel, aljo von O nach B 
gerichtet, ſo iſt: 
b = — Pa 
14) e 
1 + a, COS Y 

Konjugierte Durchmeſſer. Wir verbinden O mit O und ziehen 
durch O einen der Tangente CT, parallelen Durchmeſſer der Ellipje 2a’ 
OC=b‘, möge mit AB den ſpitzen Winkel e bilden. Dann ift, da b/, eine 
Seitenhalbierende in ABC iſt: 


2 9 2 C12 Fa 9 ô b 2 1 
b? = (a? + b?) — ta MM +a — e” = be -+ at”) 


Y y b. b b, b 
e b.“ o DS E he aaa a, a. 
Nennen wir den Winkel, den 2a“ mit der poſitiven Richtung der 
X- Achſe bildet, +, jo ift tg $ = — tg ; (a—p). Ajo ijt entſprechend III) 
oder III) 


15) X a a 


103 E c= — 
Ir b.“ 


b? 
16) tg e. tg I = — 85 
Das iſt die Beziehung, die zwiſchen 2 konjugierten Durchmeſſern einer Ellipſe 
beſteht. 
Bezeichnen wir die Koordinaten der Schnittpunkte des Durchmeſſers 
2a“ mit der Ellipſe mit E und 7, fo it 8 = + a', cos (e — 6), 
y = + a, sin , (a — $), welche Werte wir in die Gleichung (3) der 
Ellipſe einſetzen. 


cos? - (a — f) sin? = (a — p) 1 b & III 
—— 4 —— = 5 oder na 
a be a ) III) 
2 42 
bi A An ae 1 


woraus, da e? = aj +- bj ift, folgt: 
” a2— y 
17) a” = ab. 
*) Aus dieſer und der folgenden Formel für cos e kann man durch Elimination 
von a, die auf den Mittelpunkt bezogene Polargleichung der Ellipſe ableiten. 


Figur! 
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Erſetzen wir die rechte Seite dieſer Gleichung durch a? — a} (2) und 
addieren b? == b? + az, jo erhalten wir: 
18) a? ＋ b? — a? + bi. 

Nehmen wir die beiden konjugierten Durchmeſſer als Achſen eines 
ſchiefwinkligen Koordinatenſyſtems und bezeichnen die Koordinaten mit u und 


v, jo ift: 
x it Cos z (e— $) +v cose, y = u sin 7 (4 - 8) + sin e, 

oder mit Anwendung der Formeln III) und 15) 

x ub „ Va y Res. FD, ee 

a, eyab re Dh ES e ab a Be ane 

> u? y? 

* a? $ b? — ab (as + by) + e? b”? (a, + bi), 

woraus fic) mit Berückſichtigung von 1) und 17) ergiebt: 
u’ Ve 
19) ae + pz = 1. 


Der ſpitze Winkel, den die konjugierten Durchmeſſer bilden, fei , jo 
it wm, = ; (a -) Ce, woraus man wieder mit Anwendung von III) und 
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15) und unter Berückſichtigung von 1) und 17) findet: 


a,b, a, D, 
20) sin o, ==, 080, = ——, alfo ift 
A u, 


a b“, sin . = a, b.. 

Auf analoge Weiſe erhält man die Beziehungen zwiſchen den konju⸗ 
gierten Durchmeſſern einer Hyperbel, die ſich oft aus dem früheren ſogleich 
9 ) gleich 
dadurch ergeben, daß 

ab=a? und o, +, = 90° iſt. 

Aſymptoten der Hyperbel. Wir beſchreiben mit e um O einen 
Kreis und errichten auf der XAchſe in den Scheiteln der Hyperbel die Sent- 
rechten, fo beſtimmen die Schnittpunkte derſelben mit dem Kreiſe und O die 
„Aſymptoten“. Die zu x gehörige Ordinate der Aſymptote DI=Y ijt 
dann zu berechnen aus: 

V: X = by: an, alſo nach Einſetzung von x aus I) ift: 


Derſelbe Wert ergiebt fiğ, wenn man die Ordinate des Ellipſen⸗ 
punkts C bis zum Schnittpunkt mit dem um O mit a beſchriebenen Kreiſe ver⸗ 
längert. Denn die Kreisordinate ift Y as — x’, daher nach Einſetzung von x 

a,b, > i f , 
aus I) auch gleich En Der Endpunkt der Kreisordinate liegt daher 
auf der Aſymptote. 


Ferner iſt: 


y a, b, b. b 
—y=- 


e h b, 
— — (a, — b.). 
e e e 


b 
Rückt der Punkt C auf derſelben Hyperbel vor, jo behält = jeinen 
konſtanten endlichen Wert, während a, — b, gegen Null konvergiert. Aſymptote! 
b 
Y + y = , +b), alſo Y? — y? = bi 


Bezeichnet man den Aſymptotenwinkel, durch den die x-Achje geht, mit 
25, ſo iſt: 


b a 2a, b 
sin e = —", cose, = —, sin 26, == 
0 e ’ 0 e? 0 e? 
Für die auf die Aſymptoten als Achſen bezogenen Koordinaten u und 
v ergeben ſich dann aus der Figur leicht die Beziehungen Figur 3. 


sin e, = 7 (Y -- y) u —= 5 (Y + y): v. 
Alſo iſt nach dem vorigen: 


u = (a, — b.), v= 2 (a, + b,) und 
1 2 25 1 25 
21) eV = 7 (a? — be) 10: 
i : 
22) u y sin2e, = = a, b,. 


Leitlinien. Wir verlängern CA bis zum zweiten Durchſchnitts⸗ 
punkt C, mit der Ellipſe und ziehen durch C, die Tangente, indem wir Figur 4. 
2a, auf AC von A bis B” abtragen und auf BB“ die Mittelſenkrechte errichten. 
Vom Schnittpunkt der beiden Tangenten R. wird R. R. + AB gefällt, und 
von C aus CH, L R. R., gezogen. Dann it R,A + CC,.*) Da alfo 
ACH, R, ein Sehnenviereck ift, jo it 4 CH, A= X ORA 2 y und 
x HAC=X H. R. C = 90° — 3 (4 — 8). Alſo ijt nach dem Sinus- 
jag in A ACH: i 

OA: OH, = sin 4 y: cos 3 (a — $), 
und da die rechte Seite dieſer Gleichung = c: (a+b) ift, jo ergiebt fid: 
23) CA:CH, Se: a, 
R. R. ift die zum Brennpunkt A gehörige Leitlinie der Ellipſe.“) 

Wir verfahren in analoger Weiſe bei der Hyperbel, indem wir die 
Tangente in dem Punkt an dieſe ziehen, in welchem fie von CA zum zweiten 


) Dies läßt ſich für unſern Zweck am leichteſten zeigen, wenn man auf AC aud 
nach oben 2a, bis B’ abträgt. Dann ift AB! = AB“, R, B= R, B'= R. B“, alfo 
R. A+B B 

**) Auch der Abſtand AR’, läßt fih leicht trigonometriſch berechnen: 


AR, = b sin @ ctg > p= 


Figur 5. 


En. Ae 


Male geſchnitten wird. Der dem Punkte R, entſprechende Punkt R, liegt 
dann auf der Halbierungslinie von y und auf der Verlängerung von R. A, 
und es ergiebt fih aus SCH, A: 
24) OA: CH, = e: 8, 
d. h. H, R, ift eine Leitlinie der Hyperbel. 
Aus 23) und 24) folgt 
H. C: OH, = a,: a : 
Wird daher CB AB, d. h. it 3=0, y = 1800 — a, ſo wird 
H,C=CH,. Aus 
OA: CH, == sin 4 y cos 4 (e — $) u. CA:CH, = cos; 
folgt dann, daß CA=CH, und CA = CH, ift 
Aus der Ellipſe und der Hyperbel entſteht je eine Kurve, deren Punkte 
von einem feſten Punkt A und einer feſten Geraden R. R' reſp. R. R. 
gleiche Entfernung haben — eine Parabel. 


y : sin 3 (a — $) 


Die Darabel. 


Da CT, x H, CA halbiert, da ferner CA CH, und CH, | AT, 
ift, fo it TI. ACH, ein Rhombus, und ebenſo AT, H, C und T, ACH, > 
ATEO. 

Ihre Diagonalen haben die Länge: 

CT, = 2b cos 3 e und OT, = 2 b sin >a. Aljo ift: 
ARI = 2b sin? A , ARS = 2b cos? > a, 
welche Werte ſich auch ergeben, wenn man in den für die Ellipje reſp. 
Hyperbel geltenden Ausdrücken (vergl. Anm. 2 S. 11) 8 = o fegt. Bezeichnen 
wit AR,’ mit p, AR,’ mit Pa, fo ift: 
pi = 2b sin ? ; œ = b (1 — cosa), Pa == b (1 -+ cos a). 

Rechnet man hierin wieder diejenige Richtung der x-Achje, die nach 
der Leitlinie gerichtet iſt, als die poſitive, ſo lautet die Polargleichung der 
Parabel: 

25) b = p A 
1 +- cos y 
ein Reſultat, das ſich wie früher auch durch Projektion von CT, und AT, 
auf A0 ergeben würde. 

Es ſei nun E der Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatenſyſtems 
und EA die pofitive Richtung der X-Achſe. Da 

renn — DI ENED) == AA ey 
ift, und T,D durch E halbiert wird, fo ergeben fih aus der Figur die Trans: 
formationsgleichungen: 
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26) x=; Pp» Y pl p- 
Eliminiert man daraus p., ſo findet man als Scheitelgleichung der Parabel: 
27) A DA 
Weiter ift: tg 2 a = I IF N. 
j T, D p: y Po 

Die Gleichung der Tangente heißt daher: 

AY. p 

— X y 


oder mit Berückſichtigung von 2 
28) ny =p ( +x). 
CT, und CT, lafen fih auch aus dem rechtwinkligen Dreieck P. CT, 
berechnen, in dem 
Ti T. = 2b =p, + pe ift. Nämlich 
CT, =V P (+P) CT, = pi (P + Pe), 
woraus ſich weiter ergiebt: 


‘ y ) 5 
E l Pi +- P: - Pi +- pe 
ARA Pı pı i 9x y 
SEAS Ti „cos > a= | — - 
2 Pi + 2X | p? |- y? . Pi + 2X | p? + y? 


Leicht ergeben fih nun die Längen der Subtangente und Subnormale, 
wie ſich überhaupt die Eigenſchaften der Tangente, die im Unterricht zuerſt 
mitgeteilt werden, aus der Figur anſchaulich ableſen laſſen. 

Bezeichnen x’y‘, x“ y“ die Koordinaten zweier Punkte auf der Parabel, 
ſo iſt die Gleichung ihrer Verbindungsgeraden: 

2p 
y +y 

Soll diejelbe der durch den Punkt x,y gehenden Tangente parallel 

ſein, ſo iſt: 


„5 


y N 
US 


2 
2 p 1 p > 
ze G ea , aljo 
y L y” — 2 y | 


Y , 
d. h. der durch C gehende Durchmeſſer halbiert die zu der Tangente paral- 
lelen Sehnen der Parabel, ein Reſultat, das ſich auch durch Betrachtung 
der entſprechenden Sätze über die Ellipſe oder die Hyperbel ergiebt. “) 
*) So findet man aus 20) S. 10 für den Konjugationswinkel w zweier konjugierten 
Durchmeſſer einer Ellipſe tg w . tg (4 — P)=ctg? : Y, woraus für p=%y= 180° — q 
folgt: tg w = tg - œ, wodurch ſich zeigt, daß der Parabeldurchmeſſer CH: dem 


1 


Ellipſendurchmeſſer CO entſpricht. 


ae 


Wir nehmen die Tangente und den Durchmeſſer durch O als Achſen 
eines ſchiefwinkligen Koordinatenſyſtems (u,v), jo ift für den Punkt x‘, y” 
der Parabel: 

x‘’=x-+u-+veos = . XT uV : 
* 
p 


y=y+vsnte=y+y———. 
Ñ EDT y? 

Wir ſetzen diefe Werte in die Parabelgleichung 27) ein, fo erhalten wir: 

Y. —_ E = yagin ti? e=2pu. 
PT 3 
Nun war p = 2b sin? + a, alfo ergiebt fid: 
30) v?= Abu, 

wo b noch durch den ihm gleichen Abſtand des Punktes C von der Qeit- 
linie erſetzt werden kann. 


Aufgaben. 


Wir erwähnen noch einige Aufgaben, die ſich an das vorige leicht 
anſchließen laſſen. 

1. Der geometriſche Ort der Mittelpunkte jedes der Berührungskreiſe eines 
Dreiecks ift zu beſtimmen, deffen Grundlinie e — 2e und Seitenſumme 
a -+ b 2a, gegeben find.*) 

Die Spitze des Dreiecks muß auf der in Fig. 1 gezeichneten Ellipſe 
liegen. Die Mittelpunkte der den Seiten AC und BC anbeſchriebenen Kreiſe 
M, und M, liegen — der Abſtand der auf der Grundlinie befindlichen 
Berührungspunkte ift a+b — auf den Geraden x = + a, Sind s und 7 
die Koordinaten des Mittelpunkts des A ABC einbeſchriebenen Kreiſes, ſo iſt 
F b, b, 


Y =- 0 = — = —. 
8 a, 8 


1 a 
¿=>5(a—b)=a 


2 4? 
Alſo ift nach J) 
ex ey 
5 a, und y. a, NIE 
Setzt man die hieraus für x und y berechneten Werte in die Mittel- 
punktsgleichung der Ellipſe ein, ſo ergiebt ſich für den geſuchten Ort eine 


eb 
Ellipſe mit den Halbachſen e und A +8 Auch der Mittelpunkt des. der Seite 


) Vergl. Salmon-Fiedler, Kegelſchnitte I. Bd. S. 345. 6. Aufl. 


